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弾性衝突

エネルギーの保存則から

衝突によって標的に与えられるエネルギー T は
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運動量の保存則から

実験室系の弾性衝突

E = ½m1v
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エネルギーと運動量の保存則が制限を与える
十分に遠方で
potential に依らない

エネルギー T/E, 散乱角 θ 、反跳角 φ の関係は 

m1, m2 で決まり、弾性衝突であれば同じ。

Tmax

m1 = m2

4. 低速重粒子の阻止能
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~1 MeVの粒子では

重心系

4.1. Rutherford 散乱

Coulomb potential による散乱 （イオン-原子衝突）

(2.78)



標的原子の T と T+dT との間の運動エネルギーが与えられる微分断面積は
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4.1. Rutherford 散乱 -2

2 2 4

1 2

2 2

2

2 d
d

Z Z e T

m v T


 =

弾性衝突で標的原子に与えられるエネルギーT は

2
tan

c

b

b
 =

b と 散乱角 θ 、反跳角φ の関係

2 max
max 2

2

cos
4

1
c

T
T T

b

b

= =

+ 重心系と実験室系の変換

max

min

2 2 4

max1 2

2

2 min

2
d = ln

T

n
T

TZ Z e
S N T N

m v T




 
=  

 


Rutherford 散乱による核的阻止能
1 2

max 2

1 2

4

( )

m m
T E

m m
=

+

Tmin は bc = aTFs のときに標的原子
に与えられるエネルギー

32

2

10
2

n e

e

S m Z

S m

− 

エネルギーが高いときには有効

電子的阻止能 古典論

2 4

max1 2

2

min

2
lne

e

TZ Z e
S N

m v T

  
=  

 

(2.87)

(2.34)

(2.86)

(7.54)



荷電粒子と原子の衝突ポテンシャル

Firsov potential

全エネルギーは

電子の運動 電子間電子と核
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式に代入し得られたエネルギーを E(r) とする。核と核との相互作用エネルギーを加えて、

𝑈 𝑟  =
𝑍1𝑍2𝑒2

𝑟
𝜒

𝑟

𝑎𝑇𝐹

r-m ポテンシャル 𝑈 𝑟 =
𝜆

𝑟−𝑚

Moliere potential 𝑈 𝑟  =
𝑍1𝑍2𝑒2

𝑟
𝜒𝑀

𝑟

𝑎𝑇𝐹

𝜒𝑀 𝑥  = 0.35𝑒−0.3𝑥 +  0.55𝑒−1.2𝑥 + 0.10𝑒−6.0𝑥 

( )
1/2

2/3 2/3

1 2

0.88534 B
TFs

a
a

Z Z
=

+

(2.106)

4.1. Rutherford 散乱 -3



4.2. 核的阻止能

2 1/2

3/2

d
d ( )

2

t
a f t

t
 = 2 2sin

2
t




 
=  

 

( )
1/2

2/3 2/3

1 2

0.88534 B
TFs

a
a

Z Z
=

+

21 2 1 1 2

2

1 2 1 2

4 4
sin

( ) 2 TFs

m m m Z Z t
T E

m m m m a





 
= = 

+ + 

4 1/2 1/21
1 2

0
1 2

4 1
( )( ) ( )n TFs

m
S a N Z Z e f t dt

m m






=
+ 

Thomas-Fermi potential

4

1 1 2

3/2

1 2

4 ln

2 (1 )

TFs
n

a m Z Z e
S N

m m

 

  −
=

+ −

2

2

1 2

1

2

TFs TFs

c

a a
mv

b Z Z e


 
= =  

 

2
2 1 21

( / )
2

TFs

c

Z Z e
mv r a

b


Birsack

𝑈 𝑟  =
𝑍1𝑍2𝑒2

𝑟
𝜒

𝑟

𝑎𝑇𝐹

(2.100)
p. 58

(7.112)

(7.113)

(7.117)

(7.118)

𝑆𝑛 =
8𝜋𝑚1

𝑚1 + 𝑚2

0.88534𝑍1𝑍2

𝑍1
Τ2 3

+ 𝑍2
Τ2 3

Τ1 2
(𝑎𝐵

2 𝑁𝐸𝑅ሻ𝑠𝑛

𝑠𝑛 = 𝑆𝑛

𝜀

𝐸

𝑧

𝜌

𝜌 = 𝑧 4𝜋𝑁𝑎2
𝑚1𝑚2

𝑚2 + 𝑚2
2

𝑠𝑛 

無次元量

(7.122)



4.3. 低速重粒子の電子的阻止能

弾性散乱近似では線に与えられる最大エネルギーQmax は、
Qmax = 4meE/M

100 keV以下では電子状態が励起できず、電子的阻止能は零となってしまう。
しかし、実際には電子励起が起こる。

Ar:   me/M ~ 1/(2000×40),    Qmax ~ 10 eV @ E=100 keV

E1 >10eV

Firsov理論
入射粒子から持ち去られる電子の運動エネルギーを入射粒子のエネルギー損失とする。

LSS理論 （Lindhard等）
電子ガスの誘電応答。 

どちらもThomas- Fermi模型に基づく。

分子軌道論 （MO）
遅い衝突により過渡的な分子軌道が形成され、それにより電子が励起される。
阻止能理論への応用は特殊な例を除いてない。 

Born近似が適用できないのでBetheの式は使えない。
衝突過程が複雑で摂動論が使えない。
低速粒子の阻止能理論では電子にエネルギーを効率よく与える機構が必要。 

低速 v < vB =e2/ħ = c/137

核的阻止能の寄与が大きくなる。



4.3. 低速重粒子の電子的阻止能  Firsov 理論

低速になると電子の交換が起こる。衝突の際入射粒子から持ち去られ標的粒子に与えられる電
子の運動エネルギーを入射粒子のエネルギー損失とする。運動量移行すなわち入射粒子に働く
制動力は、 Thomas-Fermi 模型で、

S：電子交換が行われるポテンシャルの最小となる面

R1, R2：入射粒子と標的粒子の位置ベクトル

nv0 /4 ：入射粒子から標的粒子に移る電子の数/毎秒/面積
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4.4. 低速重粒子の阻止能 LSS理論
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希ガス中の電子的阻止能 Se と核的阻止能 Sn

全阻止能 ST = Se + Sn

これが複雑さを生む
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J.P. Birsack, Zeit. Phys. 211, 495 (1968). の式が扱い易い
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Sn は遮蔽関数として、より精度の高いMolière 

ポテンシャルを使った ものと比べると低エネル
ギーで大きな値となる。

実験も極めて難い。しばしば
ST = Se + Sn が測定され、 

SnにはLSS理論が仮定される。
LSS理論のSe は大きすぎると指摘されるが、
実験値は MO過程(大) の寄与を含まない。



4.4. 電子ガスの阻止能 誘電応答 Lindhard -1 
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J. Lindhard, Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 34, no.4 (1964). 

重要

J. Lindhard, Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 28, no. 8, 1-57 (1954).
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Wの実数部が阻止能 Re{i/ϵ(k,)} = Im{-1/ϵ(k,)} から 
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J. Lindhard and M. Sharff, Phys. Rev. 124, 128 (1961).

J. Lindhard, M. Sharff, and H.E. Schiøtt, Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 33, no. 14, 1 (1963).

書き替えると

nを Z×N とすると 𝐿 = ln
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Bethe の式になる
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電子ガスの阻止能 誘電応答 Lindhard -2

一般化振動子強度
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2𝑚𝑒
3𝜋2𝑛 Τ2 3

Low velocities

shell correction, -C/Z, に相当する修正を加える。
resonance による寄与とclose collision による寄与が等しい

(The equipartition rule) 

速度 v1 からの v2 間の L の増加は resonance のそれの２倍

𝐿 𝑣1 − 𝐿 𝑣2 = 2 න
𝑧𝑟 Τ𝑣2 𝑣𝐹

𝑧𝑟 Τ𝑣1 𝑣𝐹 d𝑧

𝑧
𝐹𝑟 𝑧  

𝐿 = ln 𝑦 −
3 Τ3 2

5𝜒

1

𝑦
−

9

14𝜒2𝑦2
 − ∙∙∙ 𝑦 =

2𝑚𝑒𝑣2

ħ𝜔0
=

3 Τ1 2

𝜒

𝑣

𝑣𝐹

2

𝜒2 =
𝑒2

𝜋ħ𝑣𝐹
 ∝  𝑛− Τ1 3

4.4. 電子ガスの阻止能 誘電応答 Lindhard -3

阻止能は誘電率から(3)式で計算される。

f(En) : distribution fn, (5)

(20)

< 𝑚𝑒 Τ𝑣𝑖
2 2 >

𝑚𝑒 Τ𝑣2 2
=

Τ3 10 𝑚𝑒𝑣𝐹
2

𝑚𝑒 Τ𝑣2 2
 

(7.91)

(7.92)

(7.97)

(7.101)



−
𝑑𝐸

𝑑𝑥
=

4𝜋𝑍1
2𝑒4

𝑚𝑒𝑣2
∙ 𝑛 ∙ 𝐿 𝐿 =  𝐶1 𝜒

𝑣

𝑣𝐹

3

(7.99)(7.102) v < vF に対して成立。

Fermi速度の分布をかけて加え合わせる

0
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=
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
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速度に比例

(7.103)

低速粒子に対して、Thomas-Fermi 模型で LSS理論

4.4. 電子ガスの阻止能 誘電応答 Lindhard -4

J. Lindhard, M. Sharff, and H.E. Schiøtt, Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 33, no. 14, 1 (1963).



電子的阻止能
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 
 



 
= = + − − − 

− 

全補正を含めた阻止能公式 密度効果

相対論効果

内殻補正

内殻補正

Betheの公式は入射粒子の速度が軌道電子の速度より大きい必要がある。
その分の補正。まず、Ｋ殻、次にＬ殻。

密度効果 入射粒子の速度が相対論的速度になると

物質中の電子の分極による遮蔽効果が相互用を弱める（凝縮相）。

相対論効果 入射粒子の速度が相対論的速度になると
最大エネルギー移行が 2mv2 から 2mv2/(1-β2)に増加する効果。
電磁相互作用も考慮する必要がある。

B： the stopping number

有効電荷 Ｚｅｆｆ 入射粒子は物質との電子の損失・捕獲により、その速度により決まる電荷
分布となる。平衡電荷。半経験式が与えられている。

Bethe

Bethe-Bloch

1 2/3

1

1 exp Z
eff

C v
Z Z

Z

  
= − −  

  

3.3.高速重粒子の阻止能 Betheの式の拡張 -2



天体観測には目にやさしい赤い光を使う

同じ白色光でもLED光は青い成分が強い

「エジソンは白熱電球と同時に光害を発明した！」
Glenn Chaple,, Astronomy, Oct, 12 (2016).

LED光

LEDの普及で光害が深刻に
健康への影響も注意が必要
渡り鳥などへの影響

白熱電球 46 W

蛍光灯 10 W

LED 4 W

LEDの電気代はタダではない。

白色LED 蛍光灯 白熱電球

指向性が強いので拡散された照明を得
るには効率は落ちる。

波長 (nm)

強
度

電気量が安いというので不要
な照明が増えた。

白、赤、緑、青の３原色で電飾
を作るとどぎつい。
補助金のため反射板がLEDに

よりみち

総量規制がない。

環境にやさしいはずが、消費電力
は下がらず明るくなって光害に

同じ電力で一等級の差。

紫外線がなく美術に優しいというが、
準安定状態がある時は？



宇宙旅行は富豪の道楽に

望遠鏡自作用部品が供給されなくなった。

仮想現実 似非現実

望遠鏡は視るものではなく写真をを撮るものに
高価 大人の趣味

暗い夜空がなくなった

よりみち



CO2 を出さなければ良いか？

SDGs

よりみち

ブラスチック

すでに気温が上昇し、水蒸気量が著しく増加した。
水蒸気による毛布効果

砂漠の昼夜の気温差
サン=テグジュペリ 「人間の大地」

内モンゴルの人権キャンペーン
衣料業界の高分子素材の使用が野放しに

レジ袋問題に矮小化 ⇐ 企業の負担なし

局所最適化 の思想

21世紀に入り、より顕著に
元はデカルト？

「人の欲望は限りない。蛇が像を飲む如し」
   胡惟庸 (？)

核融合
エネルギーを無限に取り出せること自体が問題

槌田

目標を日々の努力で少し
ずつ達成されるように。

狭い範囲での達成しか考えない。

布団・カバーなど
安価な高分子素材がはびこり
技術者がいなくなる。



Criticisms for LSS theory

LSS (Thomas-Fermi) gives relatively 

large values both for Se and Sn

compared with later models.

Comparison of nuclear stopping power

The Thomas-Fermi treatment becomes a crude approximation at the extreme low energy 

and separation of the nuclear scattering and electronic stopping becomes uncertain. 

Lindhard

In this sense, almost all the stopping theory available is not reliable below  < 0.01.

Xe – Xe E < 10 keV

However, the criticism is not essential 

for following fact 

TRM は基本的に軽い原子からの拡張



I.S.Tilinin, PRA (1995)

D. Semrad, PRA (1986)

The Coulomb effect

the deflection and deceleration of the projectile 

in  the field of the nucleus.

Colliding nuclei will penetrate each other close

enough to cause ionization even at low energy

The Threshold effect

the energy delivered to e- must be as large as I.

me/M

Experimental evidence as well as theory show it 

is not relevant for heavy ion collisions

Electronic stopping power for slow light particles

He-N (2)

H-C (1)

I.S.Tilinin, PRA (1995)

Sn

ST Se



The measurement of stopping power 

for heavy ions of low velocity is quite 

difficult

LSS, Ne 40keV

Se

The spectrometer determines the energy 

quite accurately; however, the measurement 

does not take contribution from θ > 0.
A. Fukuda, 

電子的阻止能 実験



“The energy loss to electrons is actually correlated to the nuclear collisions, and in close 

collisions considerable ionization will take place.”

ST = Sn + Se .
L 2

2

1 2 1 2( )
 = =

+

a M
C E E

Z Z e M M

J. Lindhard et al. Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 33, no.14, 1-42 (1963).

“the nuclear scattering and stopping becomes somewhat uncertain, because the Thomas-Fermi 

treatment is a crude approximation.”

At extremely low energies, ε < 10-2

これが自明ではない。

Thomas-Fermi だけでなく他のポテンシャルを使ったものも同様

非常に低いエネルギー

(Xe-Xe で 10 keV)



4.5.1. MO 実験



4.5.1. MO 実験 -2

R*

Q

Q.C. Kessel & E. Everhart, PR146, 16 (1965)

When atomic projectile goes hard (wide 

deflection angle small impact parameter) 

collision with atom, the large inelastic 

energy losses occur at characteristic 

internuclear distances.  Showers of fast-

electrons are thrown out.



When atomic projectile goes hard (wide deflection angle small impact parameter) 

collision with atom, the large inelastic energy losses occur at characteristic internuclear

distances.  Showers of fast-electrons are thrown out.

4.5.1. MO 実験 -3



Q

Ar-Ar 系の分子軌道のエネルギー準位

Q.C. Kessel & E. Everhart, PR146, 16 (1965)

4.5.1. MO 実験 -4



Ar-Ar 系の分子軌道のエネルギー準位 

           (H2
+-like).

4.5.2. 分子軌道論 (MO)

衝突速度が遅いと（vc << ve ）, 電子は衝突する原子
核の位置の変化に断熱的に追随できる。 

→ 過渡的な分子軌道を形成する。 (MO’s)

J. Eichler, Lectures on ion-atom collisions.

(ArAr)+

Molecular Orbit (MO) 

e-

e-

e-

O.C. Kessel, E. Everhart, PR146 (1965).

入射粒子が原子と強い衝突 （小さい衝突径数での大

きな散乱角）を起こすと、特定の核間距離で大きな非
弾性損失が起こり、数個の電子が放出される。

１つの分子軌道にいた電子は、衝突の間に上の軌道に
励起される。衝突後、元の軌道には空孔が残される。そ
れを埋めるため、オージェー電子や光子が放出される。

分子軌道論は内殻励起の研究に使われた。 

電子と２つの核AとB

との複合系

U. Fano, W. Lichten, Phys. Rev. Lett. 14, 627 (1965).



Eichler_PhysRevA.14.707_1976

4.5.2. 分子軌道論 (MO)

U. Fano and W. Lichten, Phys. Rev. Lett. 14, 627 (1965).



Eichler_PhysRevA.14.707_1976

4.5.2. 分子軌道論 (MO)



4.5.2. 分子軌道論 (MO)



A. Fukuda, 

阻止能実験の装置

原子衝突実験の装置

Q.C. Kessel & E. Everhart, PR146, 16 (1965)

4.5.3. 実験装置の比較
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